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(36)
Здесь индексы p и q изменяются по закону (9)
причем p<q.
Из дифференциальных уравнений [1. Ур. (7)]
и (11) с учетом (10), (32), (35) и (36) замечаем, что
на mповерхностях S Im,m+2 и S IIm,m+2 выполняются сле
дующие дифференциальные уравнения
(37)
(38)
Из (37) и (38) следует, что mповерхность S IIm,m+2
является частным случай mповерхности S Im,m+2.
3.2. В общем случае для mповерхности Sm в En
предполагается, что числа m и n удовлетворяют не
равенствам [1. Ур. (5)] и n–m>2. В соответствии
с (31) заметим, что все результаты, изложенные
в пункте 3.1 в случае n=m+2, справедливы и для
случая n>m+2. Следовательно, имеет место сле
дующая теорема.
Теорема 3.1. Многомерные поверхности Ко
ши–Римана S Im,m+2 и S IIm,m+2 существуют.
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Введение
В статье [1] были изучены частные классы m
поверхностей S Im,m+2 и S IIm,m+2 в nмерном евклидовом
пространстве En. Данная статья является продолже
нием статей [1, 2] и посвящена изучению некото
рых геометрических свойств этих поверхностей.
Рассматриваются некоторые поля геометрических
образов поверхности Sm⊂En, которые позволяют
выявить дополнительные геометрические свойства
поверхностей S Im,m+2 и S IIm,m+2. В случае четномерной
mповерхности S IIm,m+2⊂Em+2 изучаются индуциро
ванные связности на Sm⊂En. На mповерхностях
S Im,m+2 и S IIm,m+2 в случае n≥m+2 (см. [1. Ур. (37), (38)])
выполняются дифференциальные уравнения:
(1)
Все обозначения и терминология, а также зна
чения индексов соответствуют принятым [1–6].
1. Поля некоторых инвариантных 
геометрических образов
Для выяснения свойств mповерхностей S Im,m+2 и
S IIm,m+2 рассмотрим в случаях 1) и 2) на mповерхно
сти Sm поля некоторых инвариантных геометриче
ских образов.
1) Каждой точке A∈Sm⊂En поставим в соответ
ствие гиперплоскость Гn–1⊃Lm, определяемую ура
внением xaxa=0. Тогда в соответствии с [3] получа
ем, что множество Ф mn–1 всех касательных (фокаль
ных) к Sm⊂En гиперплоскостей Гn–1, проходящих
вдоль направления [2. Ур. (9)] через Lm и бесконеч
но близкую к Lm первого порядка, определяется
в тангенциальных координатах xa ортонормального
репера R уравнением
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Изучаются геометрические свойства многомерных поверхностей Коши–Римана в евклидовом пространстве. С этой целью прив
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Здесь симметрические величины Фa1a2...am опреде
ляются по формулам и удовлетворяют дифферен
циальным уравнениям
(2)
причем явный вид величин Ф
γ
a1a2...am для нас несуще
ственен.
Замечание 1.1. Из (7) и (8) и в соответствии с
[3. С. 1318], [6] заключаем, что в случае mповерх
ности Sm⊂Em+2 гиперконус Ф mn–1 вырождается в об
щем случае в множество Фm, состоящее из m каса
тельных гиперплоскостей Гn–1⊃Lm.
2) Поскольку в случае n=m+2 в соответствии
[2. Ур. (19)] на mповерхности Sm⊂Em+2 каждая ка
сательная mплоскость Lm в точке расщепляется на
двумерные площадки Lm=(A
–
,e–2p–1,e
–
2p), то в касатель
ном расслоении (Sm,Lm) определены распределения
(3)
Следовательно, интегральные кривые на mпо
верхности Sm с текущей точкой A распределений (3)
определяются следующими в общем случае не вполне
интегрируемыми дифференциальными уравнениями
(4)
Каждой точке A∈Sm⊂Em+2 в плоскости P21 сопо
ставим точку с радиусвектором X
–
=A
–
+xae–a. Из [2.
Ур. (8), (9)] следует, что множество Ψ1p всех точек
X∈P21, отвечающих точке A∈Sm⊂Em+2, которые
вдоль интегральных кривых (4) описывают линии
с касательными, принадлежащими соответствую
щим (n–2)плоскостям Гpn–2, проходящим через P21 и
все двумерные площадки L2q=(A
–
,e–2p–1,e
–
2q), кроме
L2p=(A
–
,e–2p–1,e
–
2p), (p≠q), определяются уравнениями
(5)
где при каждом p (см. [2. Ур. (19)]) симметрические 
величины определяются по формулам и удо
влетворяют соответствующим дифференциальным
уравнениям
(6)
Здесь явный вид величин для нас не суще
ственен.
Из (1) заключаем, что множество Ψ1p в плоско
сти P21, отвечающей точке A∈Sm⊂Em+2, является ко
никой (кривой второго порядка).
Имеют место следующие теоремы.
Теорема 1.1. Все m касательных гиперплоско
стей множества Фn–1 поверхности S Im,m+2 в случае
m=2s (s – положительное целое число) являются
мнимыми. В случае же m=2s+1 множество Фn–1 со
держит одну вещественную касательную гиперпло
скость к S Im,m+2, а все остальные мнимые. При этом
предполагается, что S Im,m+2 не является тангенциаль
но вырожденной в смысле М.А. Акивиса [4]. Если
mповерхность S Im,m+2 является тангенциально вы
рожденной в смысле [4], то при любых m (четных
или нечетных) касательные гиперплоскости из
множества Фn–1 к поверхности S Im,m+2 являются нео
пределенными.
Доказательство. Из (2) и [1. Ур. (35), (36)] за
ключаем, что все касательные к S Im,m+2 гиперплоско
сти из Фn–1 определяются соответственно из ура
внений
(7)
Здесь величины G a определяются по формулам
и удовлетворяют дифференциальным уравнениям
(8)
Здесь явный вид величин G a
α
для нас несуще
ственен.
В соответствии с (7) и [1. Ур. (36), (37)] ниже
рассматриваются следующие случаи:
1) det[A
αβ
m+1]=0⇒ωmm+1=g~α
~
ω
α
~
m+2, m=2s; (9)
2) G a=0⇒ωmm+1=f α
~
ω
α
~
m+2, ωmm+2=f α
~
ω
α
~
m+1, m=2s+1;    (10)
3) det[A
αβ
m+1]≠0, m=2s;
4) G a – одновременно не равны нулю, m=2s+1.
Из (9) и (10) замечаем, что в каждом из рассма
триваемых случаев 1) и 2) каждой точке A∈S Im,m+2 от
вечает направление t=(A
–
,e–
α
)∈Lm, определяемое си
стемой
(11)
Вдоль этого направления касательная mпло
скость Lm в точке A∈S Im,m+2 является постоянной
во всех точках прямой t типа (11). Это означает, что
в рассматриваемых случаях mповерхность S Im,m+2
является тангенциально вырожденной ранга 1 в
смысле М.А. Акивиса [4].
Из (7)–(11) заключаем, что в случаях 1 и 2 каса
тельные гиперплоскости из множества Фn–1 явля
ются неопределенными.
Так как в случаях 3 и 4 mповерхность
S Im,m+2⊂Em–2 не является тангенциально вырожден
ной ранга 1, то из (14) в этих случаях вытекает
справедливость теоремы 1.2.
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Теорема 1.2. Коника Ψ1p в нормальной плоскости
P21 точки A∈S Im,m+2 при каждом фиксированном p яв
ляется окружностью с центром в точке A и радиуса
Здесь p – фиксировано и изменяется по закону (6).
Доказательство. Из [1. Ур. (28)] с учетом (3) по
лучаем следующие соотношения на mповерхности:
Отсюда в силу (6) получаем
что и доказывает справедливость теоремы 1.2.
Аналогично доказываются следующие теоремы.
Теорема 1.3. Полярой точки A∈S Im,m+2 относитель
но коники Q12 в случае четного  является несобствен
ная прямая нормальной плоскости P21 к S Im,m+2 в точке
A, т. е. точка является центром коники Q12.
Теорема 1.4. В случае m=2s+1 характеристика
ChGm+1(L1m) гиперплоскости Gm+1=Lm–1P21, отвечаю
щей точке A∈S Im,m+2, вдоль кривой на mповерхно
сти с касательной L1m=(A
–
,e–m)⊂Lm пересекает нор
мальную 2плоскость P21 (n=m+2) по прямой, па
раллельной прямой Г1, о которой идет речь в теоре
ме 1.3.
Замечание 1.2. Поскольку mповерхность 
S IIm,m+2 является частным случаем mповерхности 
S Im,m+2, то и для mповерхности S IIm,m+2 с учетом
[1. Ур. (35)] и (1) имеют место теоремы 1.1–1.4.
В этом пункте рассматриваются некоторые ра
спределения линейных подпространств, которые
будут использованы в следующем разделе. При
этом все рассуждения проводятся для случая mпо
верхности S IIm,m+2, (m – четное, т. е. m=2s).
Распределение , интегральные линии кото
рого на mповерхности S IIm,m+2⊂Em–2, описываемые
точкой A, определяются дифференциальными ура
внениями
(12)
Здесь α~p, β
~
p≠2p, 2p–1; p=1,s
⎯
; m=2s, p – фикси
ровано.
Рассмотрим (см. [1. Ур. (10), (11)]) матрицу
[Aα~p2p–1,β], (p – фиксировано) и будем предполагать,
что ее ранг равен m–2. Для определенности отлич
ным от нуля минором порядка m–2 будем считать
p – фиксировано).
Тогда можно ввести в рассмотрение величины
B
β
~
p
α
~
p по формулам
p – фиксировано).
Определим следующие величины, которые
с учетом [1. Ур. (10), (11)] удовлетворяют соответ
ствующим дифференциальным уравнениям
(13)
Здесь явный вид величин A~
αpγ
α
~
p для нас несуще
ственен.
Заметим с учетом (12), (13), [1. Ур. (10), (11)] и 
[2. Ур. (1)] что где двумерная
площадка L~2p в соответствии [2. Ур. (7)–(11)] опре
деляется уравнениями xα~p=A
αp
α
~
pxαp, xa=0, причем диф
ференциальные уравнения в (13) являются диффе
ренциальными уравнениями распределения
Распределение интегральные линии на
mповерхности S IIm,m+2⊂Em–2 которого определяются
дифференциальными уравнениями
Рассмотрим симметрические величины  C
β
~
p
α
~
p, опре
деляемые по формулам Aα~pm+1,γ~pCβ~p
γ
~
p=δ
β
~
p
α
~
p, det[Aα~pm+1,β~p]≠0, что
позволяет ввести в рассмотрение величины C
αp
α
~
p,
удовлетворяющие дифференциальным уравнениям
(14)
С учетом (14) замечаем, что каждой точке A∈Sm
распределение Δpm,2 сопоставляет двумерную пло
щадку Г~2p, т. е.
Распределение интегральные кривые
которого на mповерхности S IIm,m+2⊂En определяются
дифференциальными уравнениями
(15)
Как и выше показывается, что распределение
(15) определяется (m–2)мерной площадкой 
ортогональной с уче
том (15) и двумерной площадке Г~2p. Из [2. Ур. (4)]
замечаем, что дифференциальные уравнения ра
спределения (15) имеют вид
Выясним геометрический смысл распределений:
определенных на mповерхности S IIm,m+2⊂Em+2 (m –
четное).
Рассмотрим линейное подпространство
(P2 – нормальная плоскость, p – фиксировано),  (16)
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проходящее через точку A∈S IIm,m+2⊂Em+2 (m=2s) и па
раллельное всем векторам e–i∈Em+2, кроме векторов
e–2p–1, e
–
2p–1. Каждой точке A∈S IIm,m+2 поставим в соот
ветствие точки X∈Lm и Y∈Гmp с радиусвекторами
p – фиксировано). (17)
Из (16), (17) в соответствии с [1. Ур. (10), (12)],
[2. Ур. (7)–(9)], получаем, что точки X∈Lm и Y∈Гmp
являются текущими точками характеристик Ch(Lm)
и Ch(Гmp) вдоль некоторой кривой k(t) на mповерх
ности S IIm,m+2⊂Em+2 тогда и только тогда, когда xα и yα
~
p,
y a удовлетворяют уравнениям:
p – фиксировано).
2. Индуцированные связности
В соответствии с [5] на mповерхности опреде
лим следующие связности.
Связность C1 в касательном расслоении (Sm,Lm)
с базой Sm и слоями Lm, которая отображает сосед
нюю (бесконечноблизкую первого порядка) m
плоскость L'm на исходную Lm в точке A∈Sm в напра
влении нормальной (n–m)плоскости Pn–m, т. е.
1формами связности C1 являются ωα, ωαβ, кото
рые в силу [2. Ур. (1)] удовлетворяют структурным
уравнениям
(18)
Здесь с учетом (18) кручение равно нулю,
а компоненты Rβ
αγσ
тензора кривизны связности
C1 определяются по формулам и удовлетворяют со
ответствующим дифференциальным уравнениям:
(19)
На mповерхности S IIm,m+2⊂Em+2 (m – четное)
2формы кривизны Ω
α
β в силу (1) принимают вид
(20)
В соответствии с [1. Ур. (9)–(12)], [2. Ур. (6)]
при m=2s в евклидовом пространстве Em+2 каждой
точке A∈S IIm,m+2 сопоставим при каждом фиксиро
ванном p следующие линейные подпространства
(21)
Подпространство L~pm–2 проходит через точку 
A∈S IIm,m+2⊂Em+2 параллельно векторам e
–
α
, кроме векторов
e–2p–1 и e
–
2p. Тогда на mповерхности SIIm,m+2⊂Em+2 (m=2s)
каждому фиксированному p=1,s
⎯
отвечает связность
p – фиксировано.
В силу [1. Ур. (10)–(15)], (1) и (21) 1формы
связности Cp: ω2p2p–1=–ω2p2p–1 и ωα

αp
=–ω
α
αp удовлетворя
ют следующим структурным уравнениям, опреде
ляющим соответствующие 2формы кривизны:
(22)
(23)
(24)
В соответствии с [6. Ур. (2)] каждой паре линей
но независимых направлений
или каждой двумерной площадке {v,m}=vw отве
чает в точке A∈Sm с учетом (19) аффинное преобра
зование слоя Lm касательного расслоения (Sm,Lm)
со связностью C1:
(25)
Зададим на mповерхности распределение
Δm,γ: A→Mr, (r<m), где rплоскость Mr⊂Lm определя
ется уравнениями x1α1=fα2
α1xα2, xa=0.
Здесь величины fi1
i удовлетворяют дифферен
циальным уравнениям
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которые являются дифференциальными уравне
ниями распределения Δm,γ. Заметим в соответствии
[5], что интегральные кривые распределения Δm,γ
на mповерхности Sm определяются дифферен
циальными уравнениями ωα1=f
β2
α1ω
β2, вполне инте
грируемыми тогда и только тогда, когда
Обозначим C1(Δm,γ) – ограничение связности C1
на распределение Δm,γ. Тогда из (25) и Dωα=ωβ∧ωβα
следует, что в точке A∈Sm⊂En определяется аффин
ное преобразование
(26)
Здесь тензоры кручения R
*
0α1β1
и кривизны связ
ности C1(Δm,γ) определяются по формулам:
Отсюда следует, в соответствии с [5], что ра
спределение Δm,γ голономно тогда и только тогда,
когда кручение связности C1(Δm,γ) равно нулю.
Обозначим в случае mповерхности S IIm,m+2⊂Em+2
(m=2s):
1. – ограничение связности C1 на ра
спределение
2. – ограничение связности C1 на ра
спределение
3. – ограничение соответствующей
связности Cp на распределение
4. – ограничение соответствующей
связности Cp на распределение
Тогда с учетом (13)–(15), (22)–(24), (26) замеча
ем, что тензоры кручения каждой из указанных
связностей определяются по формулам:
(27)
(28)
(29)
(30)
Значения компонент тензоров кривизны соот
ветствующих связностей мы не выписываем, а
ограничимся их соответствующими 2формами
кривизны в виде следующей таблицы.
Таблица 1. Формы кривизны связностей
Здесь мы не выписываем те 2формы кривиз
ны, которые равны указанным в таблице в соответ
ствии с формулами (20), (22)–(24). Заметим, что 
в общем случае распределения
являются неголономными на mповерхности 
S IIm,m+2⊂Em+2. Поэтому в общем случае на этой mпо
верхности кручение (29, 30) соответствующих связ
ностей ненулевое.
Из (26)–(30) вытекает справедливость следую
щих утверждений:
1. Каждая плоскость L2p, отвечающая точке 
A∈S IIm,m+2⊂Em+2, m=2s, при соответствующем аф
финном отображение кривизны связности 
переходит в параллельную двумерную
площадку.
2. Образами двумерной площадки L2p в каждой точ
ке A∈S IIm,m+2⊂Em+2, при (m=2s) при всех аффинных 
отображениях связности вдоль лю
бой пары линейно независимых направлений,
касательных к интегральным кривым распреде
ления в точке A, является одна
и та же точка. Если кручение этой связности
равно нулю, то эта связность локально плоская.
3. Нормальная площадка P2 в точке A∈S IIm,m+2⊂Em+2,
m=2s, при аффинном отображении кривизны 
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соответствующей связности переходит
в параллельную двумерную площадку.
4. Образы площадки L2p в точке A∈SIIm,m+2⊂Em+2, m=2s,
при соответствующих аффинных отображениях 
связности при каждом p=
⎯
1,s, m=2s, пе
реходят в соответствующие точки. Если при фик
сированном p кручение связности рав
но нулю, то эта связность локально плоская.
(2)
,2( )
p
p
mC Δ
(2)
,2( )
p
p
mC Δ
(1)
,2
1
( )
p
mC Δ
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1. Постановка задачи. Нелокальные задачи с ин
тегральными условиями возникают при исследова
нии физических явлений в случае, когда граница
области протекания недоступна для непосредствен
ных измерений. Например, математическое модели
рование процессов распространения тепла [1, 2],
процессы влагопереноса в капиллярнопористых
средах [3] приводятся к таким задачам. Нелокальные
задачи с интегральными условиями для уравнений
с частными производными изучены в работах [4–6].
Рассмотрим уравнение
(1)
в области D={(x, y): 0<x<l, 0<y<h}, где F – заданная
функция.
Уравнение (1) представляет собой канониче
ский вид уравнения в частных производных
третьего порядка относительно старших производ
ных по классификации работы [7], когда уравне
ние характеристик имеет один двукратный и один
простой действительные характеристики.
Пусть Cm+n (D) означает класс функций, имею
щих непрерывные производные
Задача 1. Требуется найти решение u
(x,y)∈C(D
–
)∩C2+1(D) ур. (1), удовлетворяющее усло
виям
(2)
(3)
1 2
0
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u y T x y u x y dx y y hϕ+ = ≤ ≤∫
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1
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